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Exercice 1. Soit ¢ un réel strictement positif. On définit la suite (z,)nen par la donnée de zg = ¢
et la relation de récurrence :

1.

> v w

Vn € N,xp11 = +/Tn.
(a) Soit g la fonction définie sur R™ par g : x — /& — . Etudier le signe de g.

(b) Montrer que sit > 1, on a: ¥n € N;1 < 2,11 < z,. En déduire (z,),en converge et
déterminer sa limite.

(¢) Btudier (zy,)nen lorsque ¢ < 1.

On considére également les suites (uy)nen €t (vn)nen définies respectivement par :

1

In In

. Exprimer, pour tout n € N, uy, 41 — uy, en fonction de z,11. En déduire le sens de variation

de la suite (up)nen-

. Déterminer le sens de variation de la suite (v, )pen-

Montrer que les suites (up)nen €t (vn)nen sont convergentes.
Montrer que (uy)nen €t (vn)neny ont méme limite.

Pour tout n € N, donner un encadrement de L a l'aide de u, et v,. En déduire que pour
tout réel t > 0, on a :

1—%§L§t—1.

L est un nombre dépendant de la donnée de xg, c’est-a-dire de ¢t. Nous pouvons alors
considérer la fonction f définie sur R™* par f(t) = L.

Pour tout ¢ > 0 et tout n € N, nous poserons : z,(t) = x,; un(t) = uy; v,(t) = vy, pour
indiquer que ces réels dépendent aussi de ¢.

7. Déterminer f(1).

8. Montrer que :

10.

vVt € R—'_*,VtQ S R+*,Vn € N,J?n(tltz) = l‘n(tl)l‘n(tg).
En déduire :
lim (un(tltg) — un(tl) — un(tg)) .

n—-+o00

Donner une relation entre f(t1t2) et f(t1) et f(t2).

Correction



1. (a)

Soit £ > 0. On a :

g9(z)

Ve —x
VE — (/B
Va(l - V)
(1-vVa)
1>z

1>z

(z=>0)

(V& >0)

K R
VIV IV IV IV IV IV

(stricte croissance de la fonction racine sur RT)
Donc, pour tout z > 0, on a :
g(z)>0<1>2>0.
Soit ¢ > 1. On définit pour tout n € N la propriété P(n) par :
P(n):1<zp11 <y

Pour n =0, on a xg =t > 1. Par croissance de la fonction racine, on en déduit que /xg >
1. Donc : &1 > 1. De plus, pour tout x > 1 d’apres g(z) < 0. Donc : g(xg) < 0.
Autrement dit, 1 — zg < 0. D’ou : 21 < 2. On a bien :

1 S T S xQ.
Supposons que P(n) est vraie pour un certain n > 0. On a donc :
1< zpi1 < o

Par croissance de la fonction racine carrée, on en déduit a nouveau que :

1 S \Ln+1-
Autrement dit :
1 S Tn+2-

Comme z,11 > 1, il en vient, d’apres la question [Ta] que :

9(zpy1) <0

c’est-a-dire que :
Tnt2 < Tpyl-
Donc P(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, on en déduit que P(n) est vraie pour tout n € N, c’est-a-
dire :
VneN, 1<z, <z

La suite (zp)nen est dans ce cas décroissante et minorée par 1. Elle est donc convergente.
Notons cette limite L. Comme la fonction racine est continue sur R™, on en déduit que
la suite (x,)nen converge vers un point fixe de cette fonction. Or :

Vi=zozr=2(z>0)exz=1ouz=0.

Donc les seules limites possibles pour (z,)nen sont 0 et 1. Or pour tout n € N, on
a xy > 1. Donc L > 1, ce qui exclut 0 comme limite possible. Par conséquent, L = 1.



(¢) Ona:0<t<1. Dans ce cas, on a :

g(zp) > 0.

Donc :
X Z xQ.

Montrons que la suite (z,)nen est alors croissante. Posons, pour tout n € N, la pro-
priété P(n) définie par :

Pn):0<z, <xpyr <1.
Pour n = 0, on a montré que g > x1. Comme 0 < zg < 1, par croissance de la fonction
racine, on en déduit que 0 < z; < 1. Donc P(0) est vraie.
On suppose que P(n) est vraie pour un certain n. Ce qui signifie :

0 <y < appr < 1.

Par croissance de la fonction racine, on en déduit que :

0 < vV Ln41 < 1.

C’est-a-dire :
0< LTn+2 <1

Comme 0 < z,41 < 1, on en déduit que g(zp4+1) > 0. Autrement dit :

Tn+2 2 Tptl-

On a donc :
0<zp41 <xpia <1

Donc P(n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence, on en déduit que P(n) est vraie pour tout n € N. Au-
trement dit, la suite (x,)nen est croissante et majorée par 1. D’apres le théoreme de la
limite monotone, on en déduit que la suite (x,)nen est convergente vers une limite L qui
vérifie g < L < 1. Or les seules limites possibles sont 0 et 1, et comme 0 < xg, on en
déduit que L = 1.
2. Soit n € N. On a:
Unil —up = 2" (2 — 1) — 2%z, — 1)
= 2"(2xp41 — 2 — (xy — 1))
= 2"(2xn41 —1—a7y,) (20 2 0)
—27(1 = p41)2 < 0

On en déduit que la suite (uy)nen est décroissante.
3. Soit n € N. On a:

Ung1 — U = 21— T}H) —-2"(1— )
= 2"2-2 - (1-3)
2"(— 2=+ 1+ =) (z, > 0)
+1

Tn+1

La suite (v, )nen est donc croissante.



. Soit n € N. On a :
U
Up —Up = Up— 2
1
Tp—1
Up 22—

— 2n(xn*1)2 >0

Tn -

On en déduit que :
vn € Ny uy > vn,.

Comme (up)nen est décroissante, on a :
Vn € Nug > v,.

De méme, par croissance de (vp)nen, on en déduit que (up)nen est minorée par vg. La
suite (un)nen étant croissante et majorée par vg on en déduit qu’elle est convergente. De
méme, la suite (v, )nen étant décroissante et minorée par ug, on en déduit qu’elle est conver-
gente.

. Notons L la limite de (uy)nen et L' la limite de (v, )nen. On sait que :
Vn € N, v, = u—".

Tn

Comme (zy)nen converge vers 1 # 0, on en déduit, par quotient de suites convergentes
que (vn)nen a pour limite % = L. Mais (vy)nen converge aussi vers L'. Par unicité de la
limite, on en déduit que L' = L.

. Gréace aux monotonies des suites (up)nen €t de (vp)pen on a :
vn € N,v, < L < u,.

En particulier :

D’ou :

. Pour ¢ = 1, on constate que la suite (z,(1))nen est dans ce cas la suite constante 1. En
particulier :
vn € N, u, = v, =0.

Donc : f(1) =0.
. Soient t1 > 0 et t5 > 0. Soit n € N. Posons :

P(n) : xp(tite) = zn(t1)zn(ta).
Pour n=0,0n a:
.%'()(tltg) = t1t2 = xo(tl).%'()(tg).

Donc P(0) est vraie.
On suppose que P(n) vraie pour un certain n.
Autrement dit :

l‘n(tltg) = CCn(tl)l‘n(tQ).

Donc :

Van(tita) = Van(t)za(t2)



Or, x,(t1) > 0 et z,(t2) > 0. D’ou :

\/ﬂfn (t1)zn(t2) \/l“n (t1) \/xn (t2) = Tpy1(t1)Tny1(te).
On a bien :
Tpt1(tit2) = Tpy1(t1) Ty (t2).

Donc P(n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence, on en déduit que P(n) est vraie pour tout entier n > 0.

9. Soit n € N.

Up (t1t2) — un(t1) — upn(t2)

2™ (wp(tite) — 1) — 2™ (xy(t1) — 1) — 2™ (2p(t2) — 1)

2" (xp(tita) — 1 —xp(ty) + 1 — xy(t2) + 1)

ngxn(tlixn(h) Tn(t1) — zn(t2) + 1) (question 8)
(

I
N DN

xn(t1) — 1) (wn(t2) — 1)
= up(t1)(zn(te) — 1)

Or (un(t1))nen est une suite convergente donc est bornée et (z,(t2))nen tend vers 1. Donc :

lim z,(t2) —1=0.

n—-+o0o

Par produit d’une suite bornée avec une suite de limite nulle, on en déduit que :

lm  up,(tit2) — un(t1) — un(t2) = 0.

n—-+o0o

10. On sait que :
Vi >0, lim uy(t) = f(%).

n—-+o0o

Soient t; > 0 et to > 0. Comme les suites (un(t1t2))nen, (Un(t1))nen et (un(t2))nen sont
toutes trois convergentes, on en déduit par combinaison linéaire que :

Bm  wp(tite) — un(t1) — un(ta) = f(tita) — f(t1) — f(t2).

n——+o00

Or, d’apres 9, on a :
nkt-ll—loo U (t1t2) — un(t1) — up(t2) = 0.
Donc :
0= f(tit2) — f(t1) — f(t2).
Autrement dit :
f(tita) = f(t1) + f(t2).

Exercice 2. Soient les trois éléments suivants :

()= (0 e ()

. A est-elle inversible ? Quelle est son inverse ?

[N

Calculer B? et en déduire le rang de B.

©w

Déterminer également B~! et B™ pour tout n € N.

. On pose P = <1 1 )

(3 —1

IS

(a) Calculer P~1.



(b) Calculer P~1CP.

(¢c) En déduire une expression de CP pour tout p € N sous la forme

cp dp
ou ap, by, ¢p, d, sont des nombres complexes en fonction de p que vous expliciterez.

Correction

. Calculons det(A). On a : det(A) = —i # 0. Donc A est bien inversible. A étant une matrice
carrée de taille 2 x 2, I'inverse est donnée par :

{0 1
o)
o (10
o= (0 7)

Donc B est inversible. On en déduit que B est de rang 2. On peut aussi constater qu’en
échangeant les deux lignes de B, on retrouve une matrice échelonnée ayant un nombre de
pivots égal a 2.

. On constate que B? = I5. Donc : B! = B. On en déduit que :

B™ =B, sin est impair

vneNR, B"™ =1, sinon.

.(a) On constate que det(P) = —2i # 0. Donc P est bien inversible. De plus, P étant une
matrice 2 X 2, on a :

(b) On a :

Appp_ [ AFDP 0 _Ap
p-lorp (o (1 iy A
D’ou :
CP = PAPPL,

Donc, en passant aux formes exponentielles :

p ipm
C”:P((\J/§e4 o >P‘1.

V2le™d

D’ou :

3

3

[ V2P cos(B) /2P sin(EF)
o= (Vo sin(ZF) V2 cos(F) )



Exercice 3. On considere ’équation différentielle suivante :
y” + 5y/ +4y — eax (E)

1. Résoudre I’équation homogene associée a ([EJ).

2. On suppose que a® + 5a + 4 # 0. Trouver une solution particuliere de . On cherchera une
solution sous la forme z — (ax + ()e®".

3. En déduire les solutions de .
Correction

1. On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. L’équation
homogene associée a est :
y" +5y +4y =0, (H)

qui a comme équation caractéristique :
r2 4+ 5r +4=0.

On constate alors que —1 est racine évidente, et en regardant le terme constant, que 'autre
racine est —4. Les solutions de sont donc de la forme :

f+ R — R
r +—> Ae*+4 Be **,

avec A€ Ret BeR.

2. Comme a? + 5a +4 # 0, on peut considérer la fonction f, définie par :

fri R — R

x 3 ax

__ 1
a?+4-5a+4 €

qui est indéfiniment dérivable sur R comme produit d’'une exponentielle par une constante.
Calculons f), et f,”. On a :

2
a a
v R ! — axr b)) — ax.
T ER, f(2) @ +5a+4° J (@) @ +5a+4°
Donc : )
” a” +5a + 4
Vw S R, fp (IE) + Sf;(l') + 4fp(x) = meax = eax.

Donc f, vérifie I'équation ([E).

3. L’équation différentielle étant linéaire, on sait que les solutions sont exactement obtenues
en ajoutant a une solution particuliere une solution de I’équation homogene correspondante.
Autrement dit, les solutions sont de la forme :

f: R — R
x +— Ae %+ Be % 4

1 Py
a?+5a+4 ’

ot AecRet BeR.

Exercice 4. On pose :

t
Vn e NVt > 0,1,(t) = / In(x)"dzx.
1



N =

3.

Calculer Iy(t).

Montrer que pour tout n € N,
L1 (t) = tIn(t)" ™ — (n 4 1)1,,.
Calculer I (t), I2(t), I3(t).
Correction

Pour n =0, on a :
¢
Io(t):/ de =t —1.
1

Soit n € N. On a : .
Inii(t) = / In(z)"da.
1
La fonction f : z — = est de classe C! sur [1,#]. La fonction g; : 2 — ™" est de classe C?
sur R comme polynéme. Comme ¢ > 0, on en déduit que la fonction In est de classe C' sur

le segment [1;¢]. Par composition, la fonction g = g1 o In est de classe C' sur [1;¢]. On peut
donc appliquer la formule d’intégration par parties pour les fonctions f et g. On a :

Vo e [1,1],

Donc :
[ @y iae = [ r@ats = f@a@ES - [ @@
D’ou : .
I41(t) = tln(t)"Jrl —(n+ 1)/1 In(z)"dx.

Autrement dit :
L1 (t) = tin(t)" ™ — (n + 1)1,(2).

En utilisant la relation de récurrence entre I, et I,,41, on a :
Li(t) =tin(t) — Ip(t) =tln(t) —t + 1
On en déduit, pour I»(t) :
Ir(t) = tin(t)* — 2tIn(t) + 2t — 2

Et pour I5(t) :
I3(t) = tIn(t)® — 3tIn(t)* 4 6t1n(t) — 6t + 6.



