
TD 13 correction
Matrices

Exercice 9. • 𝐴 : binôme de Newton

𝐴 = (2 0
0 2)

⏟
2𝐼

+ (0 0
1 1)

⏟
𝐵

(1)

où (2𝐼)𝑛 = 2𝑛𝐼 (pour tout 𝑛 ∈ ℕ) et on remarque 𝐵𝑛 = 𝐵 pour tout 𝑛 ⩾ 1. On
vérifie bien 2𝐼 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 2𝐼. On a alors

𝐴𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)(2𝐼)𝑛−𝑘𝐵𝑘 = 2𝑛𝐼 +
𝑛

∑
𝑘=1

(𝑛
𝑘

)2𝑛−𝑘𝐵 (2)

soit

𝐴𝑛 = 2𝑛𝐼 + (
𝑛

∑
𝑘=1

(𝑛
𝑘

)2𝑛−𝑘) 𝐵 (3)

Tout ceci se simplifie en 2𝑛𝐼 + (3𝑛 − 2𝑛)𝐵, en fait

∀𝑛 ⩾ 1, 𝐴𝑛 = ( 2𝑛 0
3𝑛 − 2𝑛 3𝑛) (4)

• 𝐵 : binôme de Newton avec

𝐵 = ⎛⎜
⎝

2 2 2
2 2 2
2 2 2

⎞⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟

𝐽

− ⎛⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟

𝐼

(5)

On vérifie bien 𝐽𝐼 = 𝐼𝐽, on a 𝐼𝑛 = 𝐼, ∀𝑛 ⩾ 0 et si on pose 𝐾 la matrice avec
uniquement des 1 alors 𝐽 = 2𝐾 et 𝐽𝑛 = 2𝑛 × 3𝑛−1𝐾, ∀𝑛 ⩾ 1. Alors

𝐵𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)(−𝐼)𝑛−𝑘(2𝐾)𝑘 = (−1)𝑛𝐼 +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘2𝑘3𝑘−1𝐾 (6)

soit

𝐵𝑛 = (−1)𝑛𝐼 + (
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘2𝑘3𝑘−1) 𝐾 (7)

Sous la somme on a 1
3 × (−1)𝑛−𝑘 × 6𝑘 et donc

𝐵𝑛 = (−1)𝑛𝐼 + 5𝑛 + (−1)𝑛

3
𝐾 (8)

• 𝐶 : on reconnait bien une décomposition identité + matrice nilpotente

𝐶 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟

𝐼

+ ⎛⎜
⎝

0 𝑖 0
0 0 𝑖
0 0 0

⎞⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴

(9)

où on calcule aisément

𝐴2 = ⎛⎜
⎝

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

⎞⎟
⎠

𝐴3 = 0 (10)

Ainsi, au moins pour 𝑛 ⩾ 2

𝐶𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)𝐼𝑛−𝑘𝐴𝑘 = 𝐼 + 𝑛𝐴 + (𝑛
2
)𝐴2 (11)

soit

𝐶𝑛 = ⎛⎜
⎝

1 𝑛𝑖 − 𝑛(𝑛−1)
2

0 1 𝑛𝑖
0 0 1

⎞⎟
⎠

(12)

Exercice 10. • 𝐴 : le déterminant marche tout autant dans ce cas,

det(𝐴) = −𝑖(1 + 𝑖) − 𝑖(2 − 𝑖) = −𝑖 + 1 − 2𝑖 − 1 = −3𝑖 ≠ 0 (13)

donc 𝐴 est inversible, et

𝐴−1 = −1
3𝑖

(−𝑖 −2 + 𝑖
−𝑖 1 + 𝑖 ) = 1

3
(1 −1 − 2𝑖

1 −1 + 𝑖 ) (14)

• 𝐵 : à la main, on trouve

𝐵−1 = 1
8

⎛⎜
⎝

8 4 −2
−16 6 7

0 −2 1
⎞⎟
⎠

(15)

• 𝐶 : on place −𝐿1 au-dessus et on échelonne

𝐶 ⟶ ⎛⎜
⎝

1 1 −2
0 1 − 𝜆 1 + 2𝜆
0 1 − 𝜆 2 + 2𝜆

⎞⎟
⎠

(16)
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puis on continue encore une étape 𝐿3 ← 𝐿3 − 𝐿2

𝐶 ⟶ ⎛⎜
⎝

1 1 −2
0 1 − 𝜆 1 + 2𝜆
0 0 1

⎞⎟
⎠

(17)

Si 𝜆 ≠ 1 alors 𝐶 est de rang 3, donc inversible ; si 𝜆 = 1 alors on ré-écrit

𝐶 ⟶ ⎛⎜
⎝

1 1 −2
0 0 3
0 0 1

⎞⎟
⎠

(18)

qui est de rang 2 (quitte à éliminer l’une des deux lignes). Dans ce cas on trouve

𝐶−1 = ⎛⎜
⎝

4
𝜆−1

1
𝜆−1 − 3

𝜆−1
−2 𝜆+1

𝜆−1 − 𝜆
𝜆−1

2𝜆+1
𝜆−1

−1 0 1
⎞⎟
⎠

(19)

Exercice 11. Pour tout 𝜃 ∈ ℝ, on pose la matrice 𝐴𝜃 = (cos(𝜃) − sin(𝜃)
sin(𝜃) cos(𝜃) ) ∈ ℳ2(ℝ).

1. On trouve

𝐴𝛼𝐴𝛽 = (cos(𝛼) − sin(𝛼)
sin(𝛼) cos(𝛼) ) (cos(𝛽) − sin(𝛽)

sin(𝛽) cos(𝛽) )

= (cos(𝛼) cos(𝛽) − sin(𝛼) sin(𝛽) − cos(𝛼) sin(𝛽) − sin(𝛼) cos(𝛽)
sin(𝛼) cos(𝛽) + cos(𝛼) sin(𝛽) − sin(𝛼) sin(𝛽) + cos(𝛼) cos(𝛽))

= (cos(𝛼 + 𝛽) − sin(𝛼 + 𝛽)
sin(𝛼 + 𝛽) cos(𝛼 + 𝛽) ) = 𝐴𝛼+𝛽 (20)

d’après les formules de trigonométrie.
2. On en déduit (𝐴𝜃)𝑛 = 𝐴𝑛𝜃, pour tout 𝑛 ∈ ℕ.
3. On déduit aussi de la première propriété 𝐴𝜃𝐴−𝜃 = 𝐴−𝜃𝐴𝜃 = 𝐴0, mais 𝐴0 est la

matrice identité 𝐼2. Donc 𝐴𝜃 est inversible et (𝐴𝜃)−1 = 𝐴−𝜃.
4. On en déduit que (𝐴𝜃)𝑛 = 𝐴𝑛𝜃 est vrai pour tout 𝑛 ∈ ℤ.

Exercice 12. On fixe 𝑛 ∈ ℕ et une matrice 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ) triangulaire supérieure à
diagonale nulle. Cela signifie par définition que pour tous 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛, 𝐴𝑖,𝑗 = 0 si 𝑖 ⩾ 𝑗.
On démontre alors par récurrence sur 𝑝 > 0 la propriété 𝒫(𝑝) : « 𝐴𝑝 vérifie que pour
tous 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛 alors [𝐴𝑝]𝑖,𝑗 = 0 si 𝑖 ⩾ 𝑗 − 𝑝 + 1 ».
• Pour 𝑝 = 1 : c’est l’hypothèse de départ 𝐴𝑖,𝑗 = 0 si 𝑖 ⩾ 𝑗.

• Soit 𝑝 ∈ ℕ, supposons 𝒫(𝑝). Alors 𝐴𝑝+1 = 𝐴𝐴𝑝 dont le coefficient (𝑖, 𝑗) est

[𝐴𝑝+1]𝑖,𝑗 =
𝑛

∑
𝑟=1

𝐴𝑖,𝑟[𝐴𝑝]𝑟,𝑗 (21)

Dans cette somme, à cause de 𝐴, les termes 𝐴𝑖,𝑟 sont nuls si 𝑖 ⩾ 𝑟 ; et à cause de
l’hypothèse de récurrence, ils sont nuls si 𝑟 ⩾ 𝑗 − 𝑝 + 1. Il reste donc dans tous les
cas

[𝐴𝑝+1]𝑖,𝑗 = ∑
𝑖+1⩽𝑟⩽𝑗−𝑝

𝐴𝑖,𝑟[𝐴𝑝]𝑟,𝑗 (22)

Si on prend maintenant 𝑖 et 𝑗 tels que 𝑖 ⩾ 𝑗 − 𝑝 alors ceci est une somme vide, et
donc [𝐴𝑝+1]𝑖,𝑗 = 0. Ceci démontre 𝒫(𝑝 + 1).

Alors par récurrence 𝒫(𝑝) est démontrée pour tout 𝑝 > 0. La propriété 𝒫(𝑛) dit bien
que 𝐴𝑛 est la matrice nulle.
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