Correction
TP 25
Intégration numérique

I Présentation des méthodes

Dans toute cette partie, f désigne une fonction continue sur un intervalle I = [a,b], et n € N* un entier naturel
non-nul et z (k € [0,n]) les points de la subdivision réguliere de I. On rappelle que z = a + kbfT“, en particulier
zg=aet x, =b;il y an+ 1 points et n intervalles, tous de méme longueur bfT“, qui est aussi égal & xp11 — zk.

1.5 Estimation de ’erreur

Un théme important est de comprendre a quelle vitesse la somme de Riemann converge vers l'intégrale, et quelle
est exactement l'erreur commise. Traitons I’exemple de la méthode des rectangles a gauche.

Exercice 1. [Mathématiques]
On suppose que f est C sur I = [a, b].
1. Dans un premier temps, on ne subdivise pas du tout I'intervalle.
(a) Justifier que f’ est bornée sur [a, b].
Correction. f est C! donc f’ est continue, sur I qui est fermé borné non-vide. Donc par le théoréme
des bornes, f’ est bornée. O
(b) Soit M € R tel que Vz € [a,b], | f'(z)| < M. Démontrer que Vz € [a,b], |f(z) — f(a)| < (x —a)M.
Correction. Théoréme des accroissements finis pour f appliqué entre a et x : il existe ¢ € |a, x| tel
que f(z) - f(a) = (z — a)f(c). Donc | f(z) — f(a)| = |z —al x |f(c)]. Or |f'(c)| < Metz—a>0. O
b £ s b b—a)?
(c) En rappelant que [ f(a)dz = (b —a)f(a), en déduire ’fa f(z)dz — (b— a)f(a)’ < %M

Correction. D’abord )

b
| t@dz—p-as@= [ (1@ @) de

puis l'inégalité triangulaire

b b
/af(a:)da:—(b—a)f(a) g/a f(2) — f(a)] da

et enfin la croissance de I'intégrale utilisant la question précédente

b

/ab @)~ f@]de < [ @ - )M do

a

N2

et ce dernier terme se calcule facilement et donne %M . O

2. On fixe maintenant n € N* et on note xx = a + k‘b_Ta pour k € [0,n — 1] les points de la subdivision
réguliere de lintervalle [a, b].

(a) Montrer que

n—1

> ([ 0t - s 10)

k=0 k

b—a
n

[ #@ae =05 g =
@ k=0
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Correction. D’une part

. n—1 n—1 n—1 Tpg1
CEN fen = Y e f @) = Y [ ) ds
k=0 k=0 k=0 "k

(ce sont des intégrales de fonctions constantes) et d’autre part (Chasles avec symbole )

Tk+1

/abf(x)d:c::Z:::/xk f(z)dx

En réunissant ces deux sommes :

b b_an—l n—1 Thy1 Tt
[ i =S e =3 ([ e [ ) o)
ce qui donne bien sous la somme [ (f(z) — f(x)) dz. O
Justifier que
b—a n—1 n—1 Tho1
f@yar =225 pan| < X ([ 150 - st e (1)
a k=0 k=0 Tk

Correction. Inégalité triangulaire deux fois de suite. D’abord pour 3

/jf(x)dx—b;“:i:fm) - ;}( [ @) = rw) as ) <:i: [ @ - )

puis pour 'intégrale

/x (@) = Fan) da

k

< [ 1) - sl ae

ce qui donne le résultat voulu :

n—1 Thy1 n—1 Thy1
S ([ 0@ - t@na)| < X[ - £ s
k=0 Tk k=0 " Tk
O
Montrer comme précédemment que si on se donne M € R tel que Vz € [a,b], | f/(x)] < M alors
b b—a n—1 n—1 Tyt
[ t@as =" | < X ([ @ - mma) (12)
@ (- k=0 \/%k

Correction. La méthode précédente sur chaque intervalle [z, xx41] (il suffit de 'appliquer en rempla-
cant a par zy et b par xxy1, et si M majore f’ sur [a,b] alors il majore encore f’ sur le sous-intervalle
[k, Tk+1]) donne l'inégalité

Vk € [[07n - 1ﬂ’ Vz € [xkaxk+1]7 |f($) - f(xk)| < (:L’ - IEk)M

donc en intégrant

T+1 Th+1
Vk € [0,n — 1], / ‘f(x)—f(mk)‘d:rg/ (x — xx) M dx
T Tk
et enfin en sommant
n—1 Thi1 n—1 Thi1
Z/ |f(z) = f(zy)|de < </ (x—xk)Md:r>
k=0 "k k=0 Tk
O
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(d) En déduire

b b—at b—a)?
[ 1@ae =03 | < O (13)
a n
k=0
Correction. Dans le terme de droite de 'inégalité précédente, on calcule directement
2
b—a
it (Zps1 — 21)° (7> (b—a)?
_ Mdy = 5= 7F A1 = M = M
/gck (z =) M da 2 2 2
d’ou .
n— Tht1 b—a)? b—a)?
Z(/ (x—xk)de>:n><( ;I)M:( %)
i \Jay 2n 2n
mais, reprenant tout bout a bout, ceci est bien la majoration de ’écart demandée. O

Remarque 1. On peut démontrer exactement la méme majoration pour la méthode des rectangles a droite. Par des
méthodes similaires mais pour les rectangles milieux et pour les trapézes on peut obtenir un terme de majoration
de l'ordre de (b;3 2 ot pour celle de Simpson de 'ordre de (b;ff)S . Cette derniere converge donc beaucoup plus rapi-
dement ! Les constantes qui apparaissent dans la majoration font intervenir des bornes sur les dérivées supérieures

de f, via les formules de Taylor qui sont des analogues des accroissements finis pour les dérivées supérieures.
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