
DM 4 Mathématiques

Problème 1
Soit la fonction 𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 2
. Le but est de déterminer toutes les primitives de 𝑓.

1. Étudier le domaine de définition 𝒟𝑓 de 𝑓 et justifier que 𝑓 est continue sur l’intervalle 𝐼 = ]−2, +∞[.
2. (a) Montrer qu’il existe (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 tels que

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) = 𝑎
𝑥 + 2⏟
𝐴(𝑥)

+ 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑥2 − 𝑥 + 1

(b) Donner toutes les primitives de 𝐴 sur 𝐼.
3. (a) Montrer qu’il existe (𝑑, 𝑒) ∈ ℝ2 tels que

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑥2 − 𝑥 + 1

= 𝑑 2𝑥 − 1
𝑥2 − 𝑥 + 1⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵(𝑥)

+ 𝑒
𝑥2 − 𝑥 + 1⏟⏟⏟⏟⏟

𝐶(𝑥)

(b) Donner toutes les primitives de 𝐵 sur 𝐼.

4. On cherche maintenant les primitives de 𝐶. On pose 𝐹(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝐶(𝑡)d𝑡 pour 𝑥 ∈ 𝐼.

(a) Calculer 𝐹 avec le changement de variable 𝑢 = 2𝑡 − 1√
3

.

(b) En déduire toutes les primitives de 𝐶 sur 𝐼.
5. Conclure en donnant toutes les primitives de 𝐹 sur 𝐼.

Problème 2
On fixe 𝑥 ∈ ℝ.

1. Calculer ∫
𝑥

0

d𝑡
1 + 𝑡2 .

2. Démontrer par récurrence : ∀𝑡 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 1
1 + 𝑡2 =

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑡2𝑘 + (−1)𝑛+1 𝑡2𝑛+2

1 + 𝑡2 .

3. En déduire l’expression arctan(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
+ (−1)𝑛+1 ∫

𝑥

0

𝑡2𝑛+2

1 + 𝑡2 d𝑡.

4. Avec le changement de variable 𝑡 = 𝑢𝑥, montrer que ∫
𝑥

0

𝑡2𝑛+2

1 + 𝑡2 d𝑡 = 𝑥2𝑛+3 ∫
1

0

𝑢2𝑛+2

1 + 𝑥2𝑢2 d𝑢.

5. Justifier l’inégalité ∀𝑢 ∈ [0, 1], 0 ⩽ 𝑢2𝑛+2

1 + 𝑥2𝑢2 ⩽ 𝑢2𝑛+2 et en déduire

∣arctan(𝑥) −
𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
∣ ⩽ |𝑥|2𝑛+3

2𝑛 + 3

6. Justifier que si −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 alors lim
𝑛→+∞

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
= arctan(𝑥).

7. En déduire une fonction Python arctan(x, epsilon) qui prend en argument un nombre réel 𝑥, supposé
dans [−1, 1], et qui renvoie une approximation de arctan(𝑥) avec un écart garanti strictement inférieur à
epsilon.
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