DM 6 Mathématiques
Probleme 1

Le but est de démontrer le théoréme des bornes. On se donne une fonction f continue sur un intervalle fermé
borné non-vide [a, b].
1 Dans un premier temps, on souhaite montrer que f est majorée. On raisonne par l'absure en supposant que f
n'est pas majorée sur [a, b].
1.a Ecrire avec des quantificateurs 'assertion « f est majorée sur [a,b] » et sa négation.

1.b Justifier qu'alors f n'est pas majorée sur [a, “T“’] ou f n'est pas majorée sur [“T*b,b].

1.c Construire deux suites (an)neN et (b">n€N adjacentes telles que a, = a, by = b, telles que pour tout

1
neN, bn+1 —Opy1 = §(b

1.d Montrer que pour tout n € N il existe ¢,, € [a,,,b,] tel que f(c,) = n.

n»-n

—a,), et telles que f ne soit pas majorée sur [a,,,b,,].

n n»’n

l.e Justifier que la suite (c,,) _ converge vers un élément c € [a, b], puis en déduire une contradiction.

N
2 On souhaite maintenant montrer que la borne est atteinte. On raisonne encore une fois par 1'absurde, on pose

M = Su ryetg:x > —m+—.
me[a%]f<) g M_f<x)

2.a Justifier qu'il existe A € R tel que Vz € [a,b], g(z) < A.
2.b En déduire une contradiction.

3 Montrer de méme que f admet un minimum sur [a, b] et qui est atteint.

Probléme 2

On étudie la croissance et la floraison de n € N* bulbes de plantes placées dans des conditions identiques. Pendant
une premiere phase de croissance de six semaines, on mesure la hauteur des plantes et on garde uniquement celles
qui ont atteint le seuil de vingt centimetres. Puis pendant une semaine supplémentaire on observe la floraison
des plantes. On s'intéresse aux plantes qui ont a la fois atteint le seuil de vingt centimetres et qui ont présenté
une floraison. On suppose que la probabilité d'atteindre le seuil de hauteur est p € ]0, 1] et que la probabilité de
présenter une floraison est g € |0, 1[. On suppose que toutes les plantes ont un comportement indépendant, et
que la probabilité de présenter une floraison est indépendante de la croissance.

On note alors X la variable aléatoire qui donne le nombre de plantes ayant atteint le seuil de hauteur, et Y le
nombre de celles qui ont été sélectionnées et présenté une floraison.

1 Quelle est la loi de X 7
2 Avec un arbre de probabilités, donner la loi de Y lorsque n = 1.
3 On suppose n = 2. En énumérant 1'univers, donner la loi de Y sous forme de tableau.

4 Justifier que les événements (X = k)jcp<, forment un systeme complet d'évenements, puis en déduire :

n

Vee[o,n], PY =0) = Z(’lf)qe(l _ q>kfé<z>pk(1 ek

k=¢

5 Démontrer : V/ € [0,n], VE € [¢,n], (ltf) (Z) - <Z> (Z:£>

6 En déduire que Y suit une loi binomiale, et donner ses parametres.

Probléme 3

On fixe n € N et on pose la fonction

1
2 . = .
fizeR x sm(x) siz#0
0 siz=0
1 Pour n = 0, justifier que f n'est pas continue sur R.
2 On suppose n = 1.
2.a Montrer que f est continue sur R.

2.b Montrer que f est dérivable en 0.
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2.c Montrer que f’ n'est pas continue sur R.

3 On suppose maintenant n = 2. Justifier que f est €' sur R avec f/(0) = 0, que f’ est dérivable en 0, mais
que f n'est pas €2 sur R.

4 Enfin on travaille avec n > 0 quelconque.

4.a Démontrer par récurrence sur l'entier £ € N : il existe des polyndémes F, et ), tels que
1 1
Vo e R\ {0}, f®(z)= 22"k (Pk(x) sin() + Q. (z) cos())
x x

et donner la relation de récurrence vérifiée par B, et Q..
4.b i En déduire que pour tout 0 < k<n—1, f*(0) =0 et f est C* sur R.
ii Justifier que £ (0) = 0.
4.c Donner une relation de récurrence vérifiée par (P, (0), @, (0)) et justifier que pour tout k € N, exactement
I'un des deux est non-nul.

4.d En déduire que f™ n'est pas continue en 0.
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