
TD 5 correction

Nombres complexes

Exercice 12

1. On trouve

(2 + 𝑖)2 = 3 + 3𝑖
(2 + 𝑖)3 = 2 + 11𝑖
(2 + 𝑖)4 = −7 + 24𝑖

et on remplace : 𝑃(2 + 𝑖) = 0.

2. Idem, ou bien c'est automatique à cause des propriétés algébriques de la conjugaison :

𝑃(2 − 𝑖) = 𝑃(2 + 𝑖) = 0

3. D'une part on développe (𝑧 − (2 + 𝑖))(𝑧 − (2 − 𝑖)) = 𝑧2 − 4𝑧 + 5. Puis c'est une analyse-synthèse classique. 
On trouve :

∀𝑧 ∈ ℂ, 𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 2𝑧 − 1) × (𝑧2 − 4𝑧 + 5)

4. Alors 𝑃(𝑧) = 0 si et seulement si 𝑧2 − 4𝑧 + 5 = 0 (dont les solutions sont déjà 2 + 𝑖 et 2 − 𝑖) ou 
𝑧2 + 2𝑧 − 1 = 0. Pour cette dernière on trouve 𝑧 = −1 ±

√
2.

Conclusion : une équation de degré 4 avec 4 solutions.

𝒮︀ = {−1 −
√

2, −1 +
√

2, 2 + 𝑖, 2 + 𝑖}

Exercice 13

• (𝐸1) : On élève au carré des deux côtés puis on pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, on trouve

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = (𝑥 + 1)2 + 𝑦2

qui se simplifie en −𝑦 = 𝑥.

𝒮︀(𝐸1) = {𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑥 | 𝑥 ∈ ℝ}

Géométriquement : les points à égale distance de 𝑖 et de −1 forment une droite, la deuxième diagonale.

• (𝐸2) : Par équivalences

(𝐸2) ⟺ 𝑧(𝑧2 − 2𝑧 + 9) = 0 ⟺ 𝑧 = 0 ou 𝑧2 − 2𝑧 + 9 = 0

Pour cette deuxième équation Δ = −32 et les solutions sont 𝑧 = 1 ± 2𝑖
√

2. Donc :

𝒮︀(𝐸2) = {0, 1 − 2𝑖
√

2, 1 + 2𝑖
√

2}

• (𝐸3) : On peut chercher les solution sous forme algébrique, mais la forme exponentielle est aussi bien adaptée. 
D'une part 𝑧 = 0 est solution. D'autre part si on cherche une solution sous forme 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 (𝑟 > 0, 𝜃 ∈ ℝ), 
alors 𝑧 est solution si et seulement si

𝑟2𝑒2𝑖𝜃 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃

c'est à dire

𝑟2 = 𝑟 et ∃𝑘 ∈ ℤ,  2𝜃 = −𝜃 + 2𝑘𝜋

On trouve donc 𝑟 = 1 et 𝜃 = 2𝑘𝜃/3, les solutions uniques étant prises avec 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ donc avec 𝑘 = 0, 1, 2 ; 
pour 𝑘 = 0 c'est 𝑧 = 1. En résumé :

𝒮︀(𝐸3) = {0, 1, 𝑒2𝑖𝜋/3, 𝑒4𝑖𝜋/3}

BCPST1B 2026–2027
Lycée Hoche, Versailles

1/3 L.-C. LEFÈVRE



TD 05 correction Nombres complexes

• (𝐸4) : On pose 𝑍 = 𝑧2. Alors

(𝐸4) ⟺ 𝑍2 − 4𝑍 + 5 = 0

On trouve deux solutions 𝑍1 = −1 et 𝑍2 = 5. Puis il faut résoudre 𝑧2 = −1 et 𝑧2 = 5. Donc

𝒮︀(𝐸4) = {𝑖, −𝑖,
√

5, −
√

5}

• (𝐸5) : D'abord

(𝐸5) ⟺ 𝑧(𝑧6 − 1) = 0 ⟺ 𝑧 = 0 ou 𝑧6 = 1

Pour cette dernière les solutions sont les racines sixièmes de l'unité. Rappelons le raisonnement : 𝑧 = 0 n'est 
pas solution, et si 𝑧 est solution alors |𝑧|6 = 1 donc |𝑧| = 1 ; on cherche alors les solutions sous forme 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 
avec 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[, qui est solution si et seulement si

𝑧6 = 1 ⟺ 𝑒6𝑖𝜃 = 1 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ,  6𝜃 = 2𝑘𝜋

Les solutions uniques avec 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ sont donc tous les 𝑒𝑖𝜃 avec 𝜃 = 2𝑘𝜋
6  pour 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 5. En résumé :

𝒮︀ = {0, 1, 𝑒𝑖𝜋/3, 𝑒2𝑖𝜋/3, −1, 𝑒4𝑖𝜋/3, 𝑒5𝑖𝜋/3}

• (𝐸6) : D'abord 𝒟︀(𝐸6) = ℂ ∖ {3
5}. On pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 plus ou moins tard et on exprime 𝑧+4𝑖

5𝑧−3  sous forme 
algébrique, en multipliant par le conjugué de 5𝑧 − 3 = (5𝑥 − 3) + 5𝑦𝑖 :

𝑧 + 4𝑖
5𝑧 − 3

= (𝑥(5𝑥 − 3) + 5𝑦(𝑦 + 4)) + 𝑖(−5𝑥𝑦 + (𝑦 + 4)(5𝑥 − 3))
|5𝑧 − 3|2

La condition ℑ𝔪( 𝑧+4𝑖
5𝑧−3) = 0 est alors équivalente à −5𝑥𝑦 + (𝑦 + 4)(5𝑥 − 3) = 0 soit 20𝑥 − 3𝑦 − 12 = 0. Ceci 

est une équation de droite, on peut par exemple prendre 𝑥 quelconque puis 𝑦 = 20
3 𝑥 − 4.

𝒮︀(𝐸6) = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖(20
3

𝑥 − 4) | 𝑥 ∈ ℝ}

Exercice 14

On rappelle le développement, apparu lors de la démonstration de l'inégalité triangulaire :

|𝑧 + 𝑤|2 = (𝑧 + 𝑤) × (𝑧 + 𝑤) = (𝑧 + 𝑤) × (𝑧 + 𝑤) = 𝑧𝑧 + 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 + 𝑤𝑤

avec

𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 = 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 = 2 ℜ𝔢(𝑧𝑤)

On trouve alors les deux identités suivantes :

|𝑧 + 𝑤|2 = |𝑧|2 + 2 ℜ𝔢(𝑧𝑤) + |𝑤|2

|𝑧 − 𝑤|2 = |𝑧|2 − 2 ℜ𝔢(𝑧𝑤) + |𝑤|2

et il suffit de sommer les deux lignes pour obtenir

|𝑧 + 𝑤|2 + |𝑧 − 𝑤|2 = 2(|𝑧|2 + |𝑤|2)

Géométriquement : si 𝑧 représente un vecteur 𝑢 ⃗et 𝑤 représente un vecteur 𝑣 ⃗alors ces deux vecteurs délimitent 
un parallélogramme, la somme des longueurs au carré des côtés est 2(|𝑧|2 + |𝑤|2). Les deux diagonales du 
parallélogramme sont les vecteurs 𝑢⃗ + 𝑣 ⃗ et 𝑢⃗ − 𝑣,⃗ ainsi |𝑧 + 𝑤|2 et |𝑧 − 𝑤|2 sont les carrés des longueurs des 
diagonales.

La somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des longueurs des côtés !

Exercice 15

On démontre dans l'ordre (i) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (iii) et (iii) ⇒ (i).

• (i) ⇒ (ii) : Supposons qu'on ait (𝑀, 𝑁) ∈ ℝ2 tels que ∀𝑧 ∈ 𝐴,
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|ℜ𝔢(𝑧)| ⩽ 𝑀 et |ℑ𝔪(𝑧)| ⩽ 𝑁

Écrivant 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ((𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2) alors

|𝑧|2 = 𝑎2 + 𝑏2 ⩽ 𝑀2 + 𝑁2

donc |𝑧| ⩽
√

𝑀2 + 𝑁2. Ceci démontre (ii) avec 𝑅 =
√

𝑀2 + 𝑁2.

• (ii) ⇒ (iii) : Supposons qu'on ait 𝑅 ∈ ℝ tel que ∀𝑧 ∈ 𝐴, |𝑧| ⩽ 𝑅. Écrivant 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, on a

𝑎2 ⩽ 𝑎2 + 𝑏2 et 𝑏2 ⩽ 𝑎2 + 𝑏2

d'où on déduit à la fois

|𝑎| ⩽ √𝑎2 + 𝑏2 ⩽ 𝑅 et |𝑏| ⩽ √𝑎2 + 𝑏2 ⩽ 𝑅

Ceci vérifie (iii) en posant 𝑃 = 𝑅.

• (iii) ⇒ (i) : immédiat en prenant 𝑀 = 𝑁 = 𝑃 .

En résumé : la partie 𝐴 est bornée en module si et seulement si elle est bornée à la fois en parties réelles et en 
parties imaginaires, et dans ce dernier cas on peut même prendre la même borne pour les deux.

Géométriquement : la partie 𝐴 peut être incluse dans un cercle, si et seulement si elle peut être incluse dans 
un carré, si et seulement si elle peut être incluse dans un rectangle, tous de centre 0 — toujours sous-entendu : 
quitte à prendre ces parties assez grandes pour inclure 𝐴 (par exemple, un carré peut toujours être inclus dans 
un cercle plus grand ; et en même temps, un cercle peut aussi être inclus dans un carré plus grand). Si 𝐴 n'est 
pas bornée, alors ses éléments partent à l'infini et on ne peut pas l'inclure dans une telle partie.
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