TP 26 correction
Intégration numérique

1.5 Estimation de ’erreur

Exercice 4 (Mathématiques). Rappel des notations : f est C! sur I = [a,b], n € N¥, 2, = a + k=2 (k € [0,n])
avec o =a et x, = b, et xpy1 — ) = b_T“.
1. On travaille d’abord sur [a, b] sans subdiviser.

(a) La fonction f est C!' donc f’ est continue sur tout [a,b], qui est fermé borné non-vide. Donc par le
théoréme des bornes, f’ est bornée.

(b) On prend M € R tel que Vz € [a,b], |f'(x)] < M. Théoréeme des accroissements finis pour f appliqué
entre a et x (en prenant x > a) : il existe ¢, € |a,z| tel que f(x) — f(a) = (x — a)f'(c;). Donc
(@) = F(@)] = |z — al x | f/(c2)]. Or |f'(c.)| < M et @ —a > 0. Done |f(z) — f(a)] < (z — a) M.

Dans le cas * = a on ne peut pas appliquer le théoréme des accroissements finis, mais 'inégalité est
bien vraie.

(c) D’abord on remarque que

b b
/af(ac)d:r—(b—a)f(a):/a (f(z) - f(a)) dz

(on considére f(a) comme une fonction constante, qu’on inteégre sur [a, b]). Puis par I'inégalité triangu-

laire
[ s@ae - o-as@)|< [ 15 -

et par la croissance de l'intégrale en utilisant la question précédente

[ 15w - r@lar < @ apra

Ce dernier terme se calcule avec une primitive :

[lo-onar- [le=prar) =i

2 2

2. (a) D’une part

Z Tpp1 — o) f(zg) Z/mkﬂ
k=0

(ce sont des intégrales de fonctions constantes). D’autre part, la relation de Chasles (en version symbole

>) se lit
/ f(x)da = Z /Ik+1

En réunissant ces deux sommes :
b b—a n-! nol gy, ack+1
f@)de — =23 f(ay) = 7)da
/ S MTIED S AAVIEETSS oY A
n—l Tht1 Thy1
-3 (/ Y@ [ f(ﬂfk)dw>
:Z/xkﬂ () — f(xy)) de.
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(b) On applique deux fois successivement 'inégalité triangulaire, la premiere fois pour > et la deuxiéme
fois pour [ :

n—1 Trt1
g}(/ (@)~ (o)) d)
=11 e
> / (F(@) — f(ax)) da
< f / M F@) = Fow)| da

k=0 "%k

b—a'2
- > fag)
k=0

/abf(l‘)dl'—

<

(c) On applique maintenant I'inégalité de la premiére partie de 'exercice : sur [y, 2x41], f est toujours C!
et f’ est toujours majorée par M (qui est le majorant sur [a,b]), la longueur de 'intervalle étant cette
fois b_T“ aulieude b—a:

) |f(x) = f(ap)| do < 52

/xk+1 (b—a)>M

donc on sommant

b h— n—1 n—1 h— 2M
/af(x)dx— nag_:of(xk) <’§)(223

N . . , b—a)?M . N
Mais a droite ceci est une somme de n termes tous égaux, donc la somme donne % Attention a

ne pas arnaquer, c’est bien dans cet ordre 13 : d’abord une majoration en 1/n? sur chaque intervalle,
puis en 1/n quand on somme. Cela explique pourquoi quand on somme des rectangles donnant chacun
une approximation de plus en plus précise de 'intégrale, qui sont de plus en plus fins, mais qu’on en
somme de plus en plus, alors le résultat converge vers 'intégrale. . .

En conclusion

b b—a'2 (b—a)’M
— <22
[ ferae =S s < O )
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